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基于改进完美匹配层的非均匀弹性波输入研究 
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摘  要：为实现均质地层中非均匀弹性波的精确输入，对基于时域完美匹配层（perfectly matched layer，简称 PML）的域缩

减法（domain reduction method，简称 DRM）进行了研究。提出了一种改进形式的坐标伸展函数，并给出了参数确定方法。

基于 ABAQUS/Explicit 对改进完美匹配层和域缩减法进行了程序实现。推导了弹性半空间中两种典型非均匀弹性波（超临界

角入射 SV 波和 Rayleigh 波）的自由场位移时域表达式。开展了数值试验，分别对改进伸展函数的有效性、不同人工边界对

外行波的吸收效果、超临界角入射 SV 波和 Rayleigh 波的输入精度等问题进行了验证。结果表明：改进后的伸展函数物理意

义清晰，有效提高了参数取值的便捷性；相比传统黏弹性边界和无限元边界，完美匹配层对外行波的吸收效率更高；域缩减

法程序能够精确输入两种典型非均匀弹性波，模型位移响应数值解与解析解的归一化均方根偏差小于 1%。研究成果能为岩

土及地下工程抗减震研究提供有益参考。 
关  键  词：波动输入；完美匹配层；域缩减法；临界角；SV 波；Rayleigh 波 
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Research on the input of inhomogeneous elastic waves based on improved 
perfectly matched layer 
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Abstract：To accurately impose inhomogeneous elastic waves in homogeneous media, the domain reduction method (DRM) based on 
the time-domain perfectly matched layer (PML) was investigated. An improved form of the coordinate stretching function was 
proposed, along with a method for determining its parameters. The improved perfectly matched layers and the domain reduction 
method were implemented programmatically based on ABAQUS/Explicit. The time-domain expressions of the free-field 
displacement for two typical inhomogeneous elastic waves (SV wave incident at supercritical angle and Rayleigh wave) in an elastic 
half-space were derived. Numerical experiments were conducted to verify the effectiveness of the improved stretching function, the 
absorption performance of various artificial boundaries for outgoing waves, and the input accuracy of the domain reduction method 
for SV waves incident at supercritical angles and Rayleigh waves. The results indicate that the improved stretching function has a 
clear physical meaning and effectively enhances the convenience of parameter selection. Compared to traditional viscoelastic and 
infinite element boundaries, the perfectly matched layer exhibits higher absorption efficiency for outgoing waves. The domain 
reduction method program is capable of accurately imposing those two representative inhomogeneous elastic waves, achieving a 
normalized root-mean-square deviation of less than 1% between the numerical and analytical displacement solutions. The research 
findings offer valuable insights for studies on seismic resistance and mitigation in underground and geotechnical engineering. 
Keywords：wave input; perfectly matched layer; domain reduction method; critical angle; SV wave; Rayleigh wave 
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1  引  言 
近年来，全球地震活动频发，对地下工程的运

营安全构成了极大威胁。1995 年日本 Kobe 地震、

2008 年中国汶川地震等破坏性地震的发生，使地下

结构抗减震问题受到了大量关注[1]。有限元数值法

是解决工程抗震问题的有效手段，在地下结构地震

响应分析中得到了广泛应用。动力人工边界和波动

输入方法是地震波动模拟中的技术难点，对数值模

拟精度和可靠性具有直接影响。 
地下结构地震响应分析中，需要引入人工边界

来模拟内部反射波向无限介质中的辐射。针对该问

题，国内外学者已经提出了多种人工吸收边界，主

要有黏性边界[2]、黏弹性边界[3]、无限元边界[4]、透

射边界[5]和完美匹配层[6-7]等。这些人工边界中，黏

弹性边界和无限元边界因其实现和使用的便捷性，

在工程研究中应用最多。与其他人工边界相比，完

美匹配层[8-9]在弹性波分析中的应用相对较晚。由于

完美匹配层在处理复杂波场和各向异性地层问题等

方面具有显著优势，近年来得到了快速发展[10-11]。

但是，受限于完美匹配层理论的复杂性，其工程应

用仍然较少，其边界参数的可解释性和使用便捷性

还存在一定不足[6]。 
波动输入方法方面，根据计算等效荷载的原则

不同，现有方法可分为边界耦合型输入法[12]和域缩

减法[13]两类。其中，边界耦合型输入法以刘晶波

等 [14-15]提出的黏弹性边界波动法或人工边界子结

构法为代表。此类方法中，等效荷载由自由场应力

解和吸收边界抗力两部分组成，是使人工边界节点

产生“自由场变形”所需要的力。域缩减法[13]基于严

格的理论推导，得到激发自由场“内行波”分量的力

学条件，其等效荷载计算与吸收边界的选择无关。

与边界耦合型输入方法不同，域缩减法等效节点力

计算只依赖自由场位移解，吸收边界也只负责内部

反射波的吸收。因此，域缩减法在使用上具有更高

的灵活性。 
在应用方面，研究波动类型对场地或结构物的

影响是近年来的热点问题。其中，刘晶波等[14-15]提

出的波动输入方法已经被成功应用于多种弹性波的

输入，主要包括垂直入射 P 波/SV 波[16]、斜入射 P
波及次临界角入射 SV波[17]、超临界角入射 SV波[18]

和 Rayleigh 波[19]等。域缩减法方面，吴冬[12]基于黏

弹性边界，研究了 Rayleigh 波对隧道结构的影响。

Zhang 等[20]基于完美匹配层-域缩减法，分析了次临

界角入射 SV 波对地下结构的影响。彭刚等[10]基于

完美匹配层-域缩减法，研究了斜入射 P 波和次临

界角入射 SV 波对混凝土坝地震响应的影响。禹海

涛等[21]将边界元和有限元相融合，提出了基于域缩

减法的地下结构地震响应混合模拟方法。Yuan 等[22]

结合刚度矩阵法和域缩减法，研究了层状饱和地基

中的 P1-SV 波入射问题。目前，尚未见到完美匹配

层-域缩减法在超临界角入射SV波和Rayleigh波输

入中的应用。 
针对现有研究的不足，本文从几何角度分析了

完美匹配层（perfectly matched layer，简称 PML）
对外行波的作用效应，提出了一种改进型的坐标伸

展函数。基于 ABAQUS/Explicit 实现了改进后的时

域完美匹配层，并采用 Python 程序实现了域缩减法

（domain reduction method，简称 DRM）波动输入

荷载的计算和施加。推导了弹性半空间中两种典型

非均匀弹性波（超临界角入射 SV 波和 Rayleigh 波）

的自由场位移时域表达式。通过开展数值试验分析

了改进完美匹配层的波动吸收性能及域缩减法输入

非均匀弹性波的精度。研究结论能够为岩土、地下

工程抗震研究提供有益参考。 

2  完美匹配层-域缩减法 
2.1  完美匹配层原理及改进 

如图 1 所示，完美匹配层通过选择适当的复坐

标伸展函数，迫使外行波在吸能层内沿着传播路径

发生衰减。其中， INΓ 和 PMLΓ 分别表示完美匹配层

的内边界和外边界； 0s 和 ts 分别为完美匹配层内边

界和外边界的坐标； pmlL 表示完美匹配层厚度；n 表

示截断边界的外法线方向。 
 

 

图 1  完美匹配层基本原理 
Fig.1  Concept of perfectly matched layer 

 

复坐标伸展的映射关系为 

( )
0

0 , ds
ss

s s s s sε ω′ ′= +          （1） 

式中：s为空间中的任意坐标（m），对于二维问题，
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,s x y= ；s′ 为坐标积分变量；ω 为圆频率（rad/s）；
“ ”为映射符号；s表示与坐标 s对应的伸展坐标；

sε 表示与坐标 s对应的坐标伸展函数，常用的坐标

伸展函数形式由式（2）给出。 

( ) ( ) ( )1,
is s ss s sε ω α β
ω

= +        （2） 

式中： sα 和 sβ 分别为缩放函数和衰减函数，分别满

足 1sα ≥ ， 0sβ ≥ ，且均为关于 s的单调递增函数；i
为虚数单位。目前， sα 和 sβ 常采用多项式函数，如

式（3）所示。 

( )

( )

0
0 0 t

pml

0
0 0 t

pml

( )1

( )

p

s
s

p

s
s

s s ns s s s
L

s s ns s s s
L

α α

β β

 − = +  
   

 −

=  
    

≤ ≤

≤ ≤

   （3）

式中： 0α 和 0β 为用户参数； sn 为坐标 s 上描述

完美匹配层外法线方向的单位量，当 0 0s s− > 时取

1sn = ，当 0 0s s− < 时取 1sn = − ； p 为多项式的次

数，本文取 2p = 。 
针对式（3），Kucukcoban 等[6]明确指出， 0α 和

0β 的取值对完美匹配层的性能有重要影响。然而，

式（3）中参数 0α 和 0β 的物理意义不明确，给参数

取值带来了一定的困难。为克服这一缺陷，有必要

对该伸展函数进行改进，给出具有明确物理意义的

参数形式。 
以沿坐标轴 s 正方向传播的简谐波为例，其位

移函数可以表示为如下复变函数： 

( , ) exp(i i )u s t U t ksω= −         （4）

式 中 ： U 为 位 移 幅 值 （ m ）； k 为 波 数 ，

2π /k λ= ，λ 为波长（m）。 
将式（1）和式（2）代入式（4）中，可以得到

伸展坐标下弹性波的位移函数： 

[ ]
out

( )( , ) exp exp i i ( )b su s t U t ka s
c

ω
 

= − − 
 

   （5） 

式中： outc 为外行波波速（m/s）。函数 ( )a s 和 ( )b s 可

分别表示为 

( )

( )
0

0

0( ) d

( ) d

s
ss

s
ss

a s s s s

b s s s

α

β

′ ′= + 


′ ′= 




          （6） 

分析式（5）可以发现，在物理坐标 s下观察完

美匹配层内的波形，其幅值可以用原幅值U 表示为

out( ) exp[ ( ) / ]U s U b s c= − ，该幅值随着坐标 s的增加

单调递减。容易验证，对于沿着 s− 方向传播的平面

波，完美匹配层内其幅值同样会随着坐标 s 的减小

而减小。本文拟以外行波首次到达边界 ts 时的幅值

为依据来给定伸展函数参数，对 ts 处反射波的衰减

情况不作讨论。 
另一方面，外行波沿着 ( )a s 坐标按波数 k 均匀

分布。 ( )a s 表示坐标 s 的拉伸空间，在 s 处该拉伸

空间的度规 gμμ
[23]可表示为 

2( ) ( ) ( )s
a s a sg s
s sμμ μ μ α∂ ∂= =

∂ ∂
          （7） 

式中：μ 为坐标分量指标记号。可以看到，随着坐

标 s 的增加，完美匹配层伸展空间的弧长逐渐增加

且处处不等。因此，从物理坐标 s 下观察，外行波

的波长随坐标值的增加逐渐减小，与原波长λ 的关

系为 ( ) / ( )ss sλ λ α= 。 
综上所述，完美匹配层对外行波的作用效应（见

图 2）有两种：①坐标 s处的波长为 ( )sλ ，其值随

坐标 s的增加单调递减，且由缩放函数 sα 决定；②

外行波到达外边界 ts 前，波的幅值分布为 ( )U s ，其

值同样随坐标 s的增加单调递减，且由衰减函数 sβ
决定。为便于定量分析，引入如下量纲一函数： 

L

A out

( ) 1( )=
( )

( )( )= exp[ ( ) / ]

s

sf s
s

U sf s b s c
U

λ
λ α


= 


= − 




    （8） 

式中： L ( )f s 为完美匹配层内坐标 s处波长与原始波

长的比值，称为波长函数； A ( )f s 为完美匹配层内

坐标 s 处衰减波幅值与原始幅值的比值，称为波幅

函数。波长函数和波幅函数分别刻画了完美匹配层

内弹性波波长和波幅的分布形态。与伸展函数中 sα
和 sβ 的定义不同，式（8）直接给出了外行波在完

美匹配层内的几何形态，更易于直观定义。 
 

 

图 2  完美匹配层对波形的作用效应 
Fig.2  Effect of perfectly matched layer on waveform 

 

本文中，暂不通过式（8）来定义新的伸展函数，

而是对常用的多项式伸展函数（式（3））进行改进，

使其更易于使用。联立式（3）、（6）、（8）可以得到

s0 a (st) 

外行波传播方向 原始波形 衰减波形 幅值包络 

内部域 完美匹配层

st 
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与原伸展函数对应的波长函数和波幅函数分别为 

( )

1

orig 0
L 0

pml

1
pml 0orig 0

A
out pml

( )( )= 1

( )= exp
( 1)

p

s

p

s

s s nf s
L

L s s n
f s

c p L

α

β

−

+

  −  +         


  − −   +     

 （9） 

式中：上标 orig 表示该函数与改进前的伸展函数相

对应。 
式（9）中伸展函数参数 0 0( )α β， 缺乏对波长、

波幅分布的直观描述，使其取值相对困难。为此，

本 文 引 入 波 长 系 数 L L t( )f sα = 和 波 幅 系 数

A A t( )f sβ = ，分别表示波长函数和波幅函数在边界

ts 处的值。将式（9）用参数 L A( , )α β 进行表示，可

以得到改进后的波长函数和波幅函数为 

( ) ( )

1

impr 0
L

L pml

1

0impr
A A

pml

( )1( )= 1 1

( )= exp ln

p

s

p

s

s s nf s
L

s s n
f s

L

α

β

−

+

    −  + −           


   −    
     

 （10） 

式中：上标 impr 表示该函数与改进后的伸展函数相

对应。进一步，可以得到改进后的缩放函数和衰减

函数分别为 

( )

( )

0

L pml

out 0

A pml pml

( )11 1

( 1) ( )1ln

p

s
s

p

s
s

s s ns
L

c p s s ns
L L

α
α

β
β

   − = + −         

   + −

=   
     

 （11） 

当内部域含有多种类型的外行波时，建议波速

outc 取弹性纵波速度 pc 。 Lα 和 Aβ 的取值可以根据波

长函数和波幅函数的分布特征来确定。对于波长分

布，当 pmlL 一定时，波长压缩越剧烈，完美匹配层内

的总波数越多，每个波长需承担的幅值变化量就越

小；但当波长被过度压缩时，准确模拟压缩后外行

波所需的网格尺寸也越小。对于波幅分布，首先需

要保证外行波到达边界处时的幅值足够小；其次，

外行波幅值的变化应该尽可能平滑地过渡，避免因

单位波长范围内幅值衰减过大而产生数值反射。 
如图 3 所示，以多项式次数 2p = 为例，分析

完美匹配层参数对波长函数和波幅函数的影响。可

以看到，当 0s s= 时，完美匹配层的波长函数和波幅

函数均为 1.0，表示在完美匹配层与内部域交界处，

外行波波形和内部域相同。随着 s 坐标的增加，波

长函数和波幅函数均相对平滑地减小。当 ts s= 时，

其值则分别为波长系数 Lα 和波幅系数 Aβ 。随着 Lα
的减小，波长函数的平滑性逐渐降低；随着 Aβ 的减

小，外行波到达 ts 处时其幅值被衰减的程度越高。

但是，当 Aβ 过小时，减小 Aβ 所能带来的幅值衰减

量很小，还会显著影响波幅函数的平滑性。根据上

述分析，本文建议按如下方法确定完美匹配层参数： 
首先， Lα 值参考常规有限元（线性单元）模拟

弹性波时对网格尺寸的要求进行确定：网格尺寸须

小于最短弹性波长（压缩后）的 1/10～1/8。据此，

可以得到 Lα 的取值应该满足： 

e
L (8 10) Lα

λ
≥ ～             （12） 

式中： eL 为单元网格尺寸（m）。 
 

 

  (a) 波长函数 

 

  (b) 波幅函数 

图 3  完美匹配层参数对波长函数和波幅函数的影响 
Fig.3  Effect of perfectly matched layer parameters on 

wave length function and wave amplitude function 
 

Aβ 的值应根据用户希望外行波到达边界 PMLΓ
时波幅被衰减的程度进行确定。但是， Aβ 值不宜过

小，本文建议应尽可能让波幅函数曲线位于图 3(b)
中的对角线上，使伸展函数既能满足波幅衰减量的

要求，又具备良好的平滑性。 
本文中，基于改进后的坐标伸展函数，采用周
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鹏发等[7]的方法，在 ABAQUS/Explicit 中实现了该

时域完美匹配层。 
2.2  域缩减法原理及实现 

域缩减法（domain reduction method，简称

DRM）最早由国外学者 Bielak 等[13]提出，典型的完

美匹配层-域缩减法数值模型如图 4 所示。其中，Ω
表示截断模型的内部域；在内部域和完美匹配层之

间设置一层单元（称其为驱动域），相应的力学参数

与内部域Ω 保持一致； bΓ 和 eΓ 分别表示驱动域的

内边界和外边界， eΓ 和完美匹配层内边界 INΓ 在同

一位置； N
PMLΓ 和 D

PMLΓ 分别表示完美匹配层的自由

边界和位移边界； NΓ 表示内部域的自由边界。采

用域缩减法进行地震波输入分两步执行：①求解排

除了场地局部特征的自由场响应 0u ；②根据式（13）
计算并施加作用在驱动域上的等效节点力 effP 。现

有文献[12-13]已对域缩减法的基本原理和理论推导进

行了充分论述，此处不再赘述。 

0 0 0
eff be e be e be e

0 0 0
eb b eb b eb b

Ω Ω Ω

Ω Ω Ω

+ + +

+ + +

 
 = − − − 
 + + + 

0
 
 

P M u C u K u
M u C u K u

   （13） 

式中： Ω +M 、 Ω +C 和 Ω +K 分别为驱动域单元的质

量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵； 0u 、 0u 和 0u 分别

为驱动域节点的自由场加速度、速度和位移；下标

b 和 e 分别表示相应值与驱动域边界 bΓ 和 eΓ 上的

自由度对应。 
 

 
图 4  域缩减法数值模型 

Fig.4  Numerical model of domain reduction method 
 

因 ABAQUS/Explicit 中无法直接提取驱动域单

元矩阵 Ω +M 、 Ω +C 和 Ω +K ，须根据 DRM 模型的网

格信息对相关矩阵进行自定义计算。如图 5 所示，

基于 ABAQUS/Explicit 并采用 Python 程序对 DRM
进行实现。首先，按图 4 建立 DRM 数值模型，并

对驱动域单元、边界面 bΓ 和 eΓ 上的节点进行单独

分组。然后，通过 ABAQUS 提供的模型数据库

（MDB）接口，提取驱动域内节点坐标、单元节点

组成（element connectivity）和单元的材料参数等信

息。其中，材料列表按单元列表进行逐个单元提取。

特别地，设 bΓ 和 eΓ 上的总节点数分别为 bm 和 em ，

节 点 列 表 中 1 ～ mb 行 储 存 bΓ 上 的 节 点 ；

b b e1m m m+ +～ 行储存 eΓ 上的节点。 
 

 

图 5  域缩减法实现流程 
Fig.5  Implementation procedure for domain reduction 

method 
 

有限元数值模型中，单元和节点的编号是建立

计算方程的关键。设 DRM 数值模型中节点和单元

的编号分别为M 和 N （称为模型域索引），而提取

的驱动域节点和单元在相应列表中的索引号分别为

m 和 n （称为驱动域索引，也即自定义编号）。引

入节点索引列表来储存提取节点的驱动域索引，便

于通过节点的模型域索引访问节点列表。据此，驱

动域节点自由场位移通过（按先后顺序）遍历自定

义的节点表进行计算；驱动域有限元矩阵（ Ω +M 、
Ω +C 和 Ω +K ）通过遍历自定义单元列表进行计算和

组装。其中，矩阵组装也按自定义节点编号（驱动

域索引）执行，矩阵规模由驱动域网格的总自由度

数决定，避免了不必要的内存消耗。计算得到驱动

域节点的自由场位移向量和总体矩阵后，按式（13）
计算等效节点力并施加于模型上，完成域缩减法建

模。 
2.3  非均匀弹性波自由场位移 

本节讨论弹性半空间超临界角入射 SV 波和

开始建立 DRM 模型 

访问 MDB 数据库 
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Rayleigh 波的自由场位移计算方法，这两类波动形

式属于对工程结构影响显著的非均匀弹性波。 
2.3.1 超临界角入射 SV 波 

斜入射 SV 波在自由表面的反射关系如图 6 所

示。其中， ISV 、 IISV 和 IIP 分别为入射 SV 波、反

射 SV 波和反射 P 波。 

( )p p s sarcsin sin /c cθ θ=        （14） 

式中： pθ 为反射 P 波的反射角（º）； sθ 为入射 SV
波的入射角或反射 SV 波的反射角（º）； sc 为弹性

横波波速（m/s）。 
斜入射 SV 波的临界角 s,crθ 为 

( )s,cr s parcsin /c cθ =          （15） 

当 SV 波入射角大于临界角 s,crθ 时，式（14）
中 pθ 的解为一系列共轭复根 [24]。特别地，取

p pπ / 2 iθ θ= +  （ p 0θ > ）， pθ 表示反射 P 波反射角

的虚部。此时，SV 波在地表发生全反射，产生沿

自由面传播的 P 型非均匀滑行波。根据复变函数理

论，可得 

p p

p p

sin cosh
cos isinh

θ θ
θ θ

= + 
= − 


           （16） 

将式（16）代入次临界角入射 SV 波的频域位

移解[24]中，可以得到超临界角入射 SV 波的自由场

位移 su 为 

si s s
s s

s s s

si s s
s VV

s s s

pi
s VP

p m m

cos sin cosexp i +
sin

cos sin cosexp i +
sin

cosh
exp exp i

isinh

U t x y
c c

U R t x y
c c

y xU R t
c c

θ θ θω
θ

θ θ θω
θ

θ ωξ ω
θ

 +    ′ ′= − +    +      
 −    ′ ′− −    +      

  +    ′ ′  − −     −       




u





（17） 

式中： i
sU 为入射 SV 波的位移幅值（m）； VVR 和 VPR

分别为反射 SV 波和反射 P 波的位移反射系数，表

达式见式（18）； mc 为非均匀 P 波的相速度（m/s）；
ξ 为非均匀 P 波辅助变量。 
 

 
图 6  SV 波在自由表面的反射 

Fig.6  Reflection of SV wave at the free surface 

2 2
s p s

VV 2 2
s p s

s s
VP 2 2

s p s

sin 2 sin 2 cos (2 )
sin 2 sin 2 cos (2 )

2 sin 2 cos 2
sin 2 sin 2 cos (2 )

R

R

θ θ κ θ
θ θ κ θ

κ θ θ
θ θ κ θ

−
= 

+ 

= + 

   （18） 

式中：κ 为波速比，即 p s/c cκ = 。 

m p p

m p p

/ cosh
sinh /

c c
c c

θ
ξ θ

= 
= 


           （19） 

注意到，式（17）中位移反射系数 VVR 和 VPR 均

为复数，非均匀 P 波幅值随埋深的衰减与频率相关。

根据傅里叶变换原理，可以得到超临界角入射 SV
波的时域位移解表达式为 

( )
( )

si s s
s

s s s

si s s
s

s s s

mi
s

m

cos sin cos +
sin

cos sin cos   +
sin

/
   

/

s

A

B

C

U f t x y
c c

U g t x y
c c

g t x c
U

g t x c

θ θ θ
θ

θ θ θ
θ

+    ′ ′= − +   +   
−    ′ ′− −   +   

′−  
 ′−  

u

（20） 

式中， ( )f ⋅ 为具有单位幅值的时变函数，刻画了输

入地震波的基本形态；时变函数 ( )Ag ⋅ 、 ( )Bg ⋅ 和

( )Cg ⋅ 是 ( )f ⋅ 经过特定调制后得到的函数，表达式分

别为 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
VV

1
p VP

m

1
p VP

m

i

cosh exp i

i sinh exp i

A

B

C

g t R F

g t R y F
c

g t R y F
c

ω

ωξθ ω

ωξθ ω

−

−

−

=    
  ′= + −   

   


   ′= − −      











（21） 
式中： 1( )− ⋅ 为逆傅里叶变换算符； ( )F ⋅ 为时变函

数 ( )f ⋅ 的频谱。 
2.3.2 Rayleigh 波 

Rayleigh 波由特定形式的非均匀 SV 波和非均

匀 P 波耦合形成：以图 6 中的下行波 IISV 和 IIP 为例，

令其出射角分别为 s sπ / 2 iθ θ= +  （ s 0θ > ）和

p pπ / 2 iθ θ= + （ p 0θ > ），其中 sθ为 IISV 波出射角的

虚部。二者水平相速度等于 Rayleigh 波波速 Rc 时，

正好耦合形成 Rayleigh 波。此时，关于出射角虚部

sθ和 pθ 的双曲三角函数满足： 

2 2
p p R p p R

2 2
s s R s s R

cosh / , sinh / 1

cosh / , sinh / 1

c c c c

c c c c

θ θ

θ θ

=   = − 

=   = − 

 

 
  （22） 
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Rayleigh 波的频域位移响应为 P 型滑行波和 S
型滑行波的叠加，表示为 Ru ： 

p
R p

p R R

s
p PV

R Rs

cosh
exp exp i +

isinh

isinh
  exp exp i

cosh

y xU t
c c

xU S y t
c c

θ ωξ ω
θ

θ ωζ ω
θ

   +    ′ ′ = − −      −         
      ′+  ′− −      +         







u

（23） 

式中： pU 为 P 型滑行波位移幅值（m）； PVS 为 SV
型滑行波位移幅值与 P 型滑行波位移幅值的比值，

由地表应力边界条件推出，如式（24）所示；变量ξ
和ζ 的值按式（25）进行计算；Rayleigh 波的波速 Rc
通过 Rayleigh 方程[24]进行计算。 

PV 2
2i

1
S ξκ

ζ
=

+
             （24） 

2 2
R p

2 2
R s

1 /

1 /

c c

c c

ξ

ζ

= − 

= − 

           （25） 

根据傅里叶变换原理，可以得到 Rayleigh 波的

自由场位移时域表达式为 

R R
R p p

R R

A C

B D

x xh t h t
c c

U U
x xh t h t
c c

      ′ ′
− −      

     = +   
   ′ ′   − −            

u  （26） 

时变函数 ( ) ( )A Dh h～⋅ ⋅ 表达式分别为 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
p

R

1
p

R

1
s PV

R

1
s PV

R

cosh exp i

isinh exp i

+isinh exp i

cosh exp i

A

B

C

D

yh t F
c

yh t F
c

h t S y F
c

h t S y F
c

ωξθ ω

ωξθ ω

ωζθ ω

ωζθ ω

−

−

−

−

  ′
= + −   

    


  ′ = − −       


   ′= −      
   ′= + −       

















（27） 

至此，本文得到了均质弹性半空间中超临界角

入射SV波和Rayleigh波的自由场位移时域表达式。

计算等效节点荷载时，直接采用 Python 程序对任意

点的自由场响应（位移、速度、加速度）进行计算。

本文按如下步骤执行：①输入地震波时程，通过傅

里叶变换计算其双边谱；②取双边谱的正频率部分

（含 Nyquist 频率），并由式（21）或式（27）中方

括号内的表达式计算正频率部分调制后的频谱，负

频率部分由正频率部分的值共轭对称得到；③对调

制后的频谱进行逆傅里叶变换，得到相应时域信号。 

3  数值验证 
3.1  改进伸展函数有效性 

为验证改进伸展函数参数的有效性，以弹性条

带介质内的纵波吸收问题为例，分析波长系数 Lα 和

波幅系数 Aβ 对完美匹配层性能的影响。如图 7 所

示，模型内部域长度为 60 m，完美匹配层厚度取为

10 m。模型内部域采用 ABAQUS 内置的 CPE4R 单

元进行模拟，完美匹配层采用周鹏发等[7]开发的位

移-应力混合场单元 Q4/4 进行模拟，网格尺寸均为

1 m。作为比较，建立了长度为 3 km 的扩大模型（全

长均用 CPE4R 单元）进行分析。经试算，扩大模

型能够保证右行波通过监测点后，边界反射波还未

到达监测点位置。 
 

 

图 7  弹性条带截断模型 
Fig.7  Truncated model of elastic strip 

 

分析中，弹性波纵波通过施加于模型左侧端面

的 Ricker 子波应力时程进行激发[25]，应力幅值为

10 kPa。Ricker 子波函数的定义式为 

( ) ( ) ( )2 2
p

1 2π2 2 4
r p

11 2π e
2

f
R A f

τ
τ τ

− = −  
    （28） 

式中： rA 为幅值，其单位视时程代表的物理意义而

定； pf 为峰值频率（Hz）；τ 为含延迟时间（s），
即用 0t tτ = − 表示子波函数存在时间延迟 0t 。此处

延迟时间 0t 的作用是对 Ricker 子波的波形进行平

移，本文默认取时间延迟为 p2 / f 。本组计算取

Ricker 子波峰值频率为 5.0 Hz，相应单位幅值时程

曲线及对应频谱如图 8 所示。 
为考虑地层类型的影响，弹性介质参数分别按

《城市轨道交通结构抗震设计规范》（GB 50909―
2014）[26]中的坚硬土（ s500 m/s 800 m/sc  ≤ ≤ ）和中

软土( s150 m/s 250 m/sc  ≤ ≤ )进行取值，具体物理力

学参数如表 1 所示。 
分析中，对模型内部域和吸收边界交界处的水

平位移进行监测，并与扩大模型结果对比。二者的

差异通过归一化均方根偏差 NRMSD 进行定量评

价： 

q(t)
内部域

60 m

PML

10 m 
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( )
( )

2
res ref

ref

/
NRMSD

max
N−

=
 u u

u
     （29） 

式中： resu 和 refu 分别为截断模型位移响应和扩大模

型位移响应；  为绝对值符号；N 为数据点数。当

计算结果的采样点位不一致时，先通过数据重采样

将其统一，再计算偏差指标。 
 

 

(a) 时程曲线 

 

(b) 傅里叶谱 

图 8  Ricker 子波时程及其傅里叶谱 
Fig.8  Time history of Ricker wavelet and its Fourier 

spectrum 
 

表 1  弹性介质力学参数 
Table 1  Mechanical parameters of elastic media 

参数类别 弹性模量 E/MPa 泊松比 v 质量密度ρ /(kg·m−3) 

坚硬土 2 218.1 0.25 2 100 

中软土  197.6 0.30 1 900 

 

图 9 给出了完美匹配层取不同参数时，截断模

型位移响应与扩大模型位移响应的 NRMSD 曲线。

其中，波幅系数 Aβ 分别取 0.1、0.001 和 0.000 01（即

要求外行波到达 PML 外边界时波幅值衰减为原来

的 0.1～0.000 01 倍），该取值范围能够满足大多数

工程问题的要求。对于不同的波幅系数值，当波长

系数 Lα 逐渐减小时（即使外行波在 PML 内被压缩

得更剧烈），均出现 NRMSD 值突然增大，使完美

匹配层的吸收性能急剧降低。本质上，这是由于外

行波被过度压缩时，既定尺寸网格已无法精确模拟

压缩后的外行波（空间采样频率过小），从而产生了

数值反射。同时，在按式（12）给出的理论建议取

值区内，不同地层参数和不同波幅系数条件下，完

美匹配层均表现出良好的吸收效果（NRMSD 均小

于 1%）；随着 Lα 增大 NRMSD 的变化很小，体现出

良好的鲁棒性。 
综上所述可知，改进后的完美匹配层参数具有

明确的物理意义，参数取值的理论依据清晰，有效

提高了完美匹配层使用的便捷性。 
 

 

    (a) 坚硬土 

 

    (b) 中软土 

图 9  完美匹配层参数对位移偏差的影响 
Fig.9  Effect of perfectly matched layer parameter on 

displacement deviation 
 

3.2  不同吸收边界对比 
为对比本文完美匹配层吸收边界与现有传统人

工边界的吸收性能，建立如图 10 所示的均质半空间

截断模型进行分析。模型内部域尺寸为宽×高= 
160 m× 80 m，采用 ABAQUS 内置的 CPE4R 单元

进行模拟。数值模型内部域的物理力学参数如图 10
所示，相应的弹性纵波速度和弹性横波速度分别为

519 m/s 和 277 m/s。激励荷载竖直向下作用于地表

−2 m≤x≤2 m 范围内，荷载幅值取为 100 kPa。激励

荷载 Ricker 子波时程的峰值频率取为 5.0 Hz。取峰

值频率的3倍作为弹性波最高频率参考值（15 Hz）[11]，

得到界限网格尺寸为 5.6～6.9 m，建模过程中取保

守尺寸 1 m 进行网格划分。 
模型内部域外侧（左、右边界和底部边界）设

置 4 种不同的人工边界进行对比分析，分别为完美

匹配层、集中黏弹性边界、ABAQUS 内置无限元边

界和固定边界。为评价不同人工边界的计算精度，

采用扩大模型计算“无限域”位移响应时程作为对

比。不同工况下人工边界（或外部域）与完美匹配

层的位置关系如图 11 所示。模型完美匹配层的厚度

取为 10 m（10 层单元），采用周鹏发等[7]开发的位 
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图 10  均质半空间截断模型 

Fig.10  Truncated model of homogeneous half-space 
 

   
(a) 集中黏弹性边界          (b) 无限元边界 

   
(c) 固定边界             (d) 扩大外域边界 

图 11  不同人工边界示意图 
Fig.11  Schematic diagrams of different artificial 

boundaries 
 

移-应力混合场单元 Q4/4 进行模拟。黏弹性边界参

数按刘晶波等[27]给出的建议值确定，边界弹簧刚度

和阻尼系统可表示为 

BN N BN p

BT T BT s

,

,

i i

i i

GK L C c L
R
GK L C c L
R

α ρ

α ρ

=   = 

=   =


 

 

(法向)

(切向)

 （30） 

式中： BNK 和 BNC 分别为法向弹簧刚度和阻尼系数；

BTK 和 BTC 分别为切向弹簧刚度和阻尼系数； Nα 和

Tα 分别为法向和切向边界参数，本文分别取

N 1.0α = 和 T 0.5α = ；G 为剪切模量； R 为波源到

人工边界节点的距离，取各边界点到波源距离的平

均值； iL 为与人工边界节点相关的边界长度。 
图 12 给出了设置不同人工边界时监测点 A、B

处的位移响应。可以看到，采用固定边界时外行波

在边界处发生反射，使截断半无限空间内质点持续

振动；采用扩大模型时（对应真实半无限空间），弹

性波通过后质点恢复静止，后续时程曲线平直、位

移接近于 0。设置黏弹性边界和无限元边界时，弹

性波首次通过后时程曲线上能观察到较低幅值的边

界反射波，但最终质点也恢复静止。与设置黏弹性

边界和无限元边界的工况比较，完美匹配层工况的

响应时程与扩大模型结果吻合度更高。为定量比较

不同吸收边界对外行波的吸收效果，对各工况位移

响应时程与扩大模型解的归一化均方根偏差进行计

算，如表 2 所示。 
从表 2 中可以看到，完美匹配层工况位移响应

与扩大模型结果的归一化均方根偏差最小，各点的

最大值为 0.23%。设置黏弹性边界和内置无限元边 

 

   

(a) A 点水平位移 Ux                                (b) A 点竖向位移 Uy 

   

(c) B 点水平位移 Ux                                 (d) B 点竖向位移 Uy 

图 12  均质截断半空间位移响应时程 
Fig.12  Displacement time histories in the truncated homogeneous half-space 
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界时，归一化均方根偏差数量级一致，且数值约为

完美匹配层工况的 10 倍左右。整体上，黏弹性边界

的波动吸收性能优于内置无限元边界。设置固定边

界时，截断模型与扩大模型位移响应的归一化均方

根偏差大于 35%，位移响应曲线已经严重背离半无

限空间的真实结果。综上所述可得，与现有常用人

工边界相比，完美匹配层对外行波的吸收性能更优，

能显著提高岩土-结构动力相互作用分析的计算精

度。 
 

表 2  位移响应时程归一化均方根偏差（单位：%） 
Table 2  NRMSD of displacement time histories (unit: %) 
边界类型 A 点 xU  A 点 yU  B 点 xU  B 点 yU  

完美匹配层  0.19  0.19  0.11  0.23 

黏弹性边界  1.73  3.04  1.84  3.47 

无限元边界  2.15  3.19  1.75  3.44 

固定边界 48.79 35.54 54.78 47.83 

 

3.3  超临界角入射 SV 波输入精度 
为了验证超临界角入射 SV 波的输入精度，建

立如图 13 所示的数值模型进行分析。其中，内部域

及驱动域均采用 ABAQUS 内置的 CPE4R 单元进行

模拟，网格尺寸为 1 m。入射波采用峰值频率为 6 Hz
的 Ricker 子波时程作为位移函数，其延迟时间取为

0t = 1.0 s。入射SV波的位移幅值取为 i
sU =3×10−3 m。

数值模型的物理力学参数如图 13 所示。经计算，该

弹性介质的斜入射 SV 波临界角约为 32.3°。本算例

中，分别取入射角 sθ 为 40°、60°和 80°进行分析，

对超临界角入射 SV 波的输入精度进行验证。 

 

 

图 13  完美匹配层-域缩减法验证算例 
Fig.13  A numerical example for PML-DRM validation 

 

平面 SV 波以不同入射角输入时，弹性介质内

的位移幅值云图如图 14 所示。可以看到，SV 波在

地表处发生全反射，入射 SV 波和反射 SV 波位移

场在半空间内呈倒 V 形分布。不同入射角条件下，

模型内均没有观察到频散现象，与理论预期一致。

随着入射角的增大，入射 SV 波和反射 SV 波等相

位面之间的夹角逐渐减小。当入射角为 80°时，反

射 SV 波的相位角接近−π（反相），此时地表入射

SV 波和反射 SV 波趋于相互抵消，可以在地表附近

观察到向右传播的非均匀 P 波。 
 

 

(a) θs=40º 

 

(b) θs=60º 

 

(c) θs=80º 

图 14  SV 波超临界角入射位移幅值云图 
Fig.14  Displacement magnitude subjected to SV wave 

incidence at supercritical angle 
 

如图 15 所示，为进一步验证模型的计算精度及

稳定性，对模型地表中部O′ 点处的位移响应时程进

行监测，并与解析结果对比。可以看到，SV 波以

不同角度入射时，地表位移数值解和解析解吻合良

好。不同工况下，数值解和解析解的归一化均方根

偏差均小于 1%。图 16 中，给出了不同入射角条件

下O′ 点处质点的运动轨迹。由于输入波中含有多种

频率成分，此时地表质点在 - -O x y′ ′ ′平面内发生复杂

的回环运动。随着入射角的增大，质点运动方向由

顺时针方向逐渐过渡到逆时针方向，与理论预期一

致。 
综上所述，本文方法能够实现弹性半空间中超

临界角入射 SV 波的精确输入，准确模拟其基本力

学行为。相比现有方法，本文方法在地层为均质条

件时更具优势，即不必采用额外数值方法[18]计算超

临界角入射 SV 波的自由场响应。 
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(a) 入射角 40°时的水平位移 

 

(b) 入射角 40°时的竖向位移 

 

(c) 入射角 60°时的水平位移 

 

(d) 入射角 60°时的竖向位移 

 

(e) 入射角 80°时的水平位移 

 

(f) 入射角 80°时的竖向位移 

图 15  不同 SV 波入射角时的地表位移 
Fig.15  Surface displacement at different SV wave incident 

angles 
 

3.4  Rayleigh 波输入精度 
为验证 Rayleigh 波的输入精度，采用 3.3 节中

的数值模型和移时程进行分析。本算例中，取

Rayleigh 波 P 型滑行波分量的位移幅值为 pU = 

3×10−3 m 进行计算。 
Rayleigh 波传播至模型地表中部时的位移幅值

云图如图 17 所示。可以看到，Rayleigh 波位移幅值

分布形态左右对称。随着埋深的增加，位移幅值逐

渐减小。同时，因 Rayleigh 波的高频成分沿 y′轴的

衰减更快，埋深越大时位移幅值云图的空间展布更

宽。在吸收边界附近，没有额外的外行波产生，表

明本文方法实现了 Rayleigh 波的准确输入。 
 

 

(a) 入射角 40° 

 
(b) 入射角 60° 

 

(c) 入射角 80° 

图 16  不同 SV 波入射角时的地表质点运动轨迹 
Fig.16  Motion trajectories of surface particles at different 

SV wave incident angles 
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图 17  Rayleigh 波入射位移幅值云图 

Fig.17  Displacement magnitude subjected to Rayleigh 
wave incidence 

 

为了定量分析 Rayleigh 波入射时的输入精度，

对地表中部O′ 点处的位移响应时程进行提取分析，

如图 18 所示。从图 18(a)、18(b)中可以看到，监测

点处的水平位移响应和竖向位移响应均与对应解析

解吻合良好，相应的归一化均方根偏差均小于 1%。

证明本文方法能够实现弹性半空间 Rayleigh 波的准

确输入。Rayleigh 波入射时，监测点处质点的运动

轨迹如图 18(c)所示。可以看到，地表质点按逆时针

方向作回环运动，与理论预期一致。受输入波多频

分量的影响，地表质点运动轨迹不再是理想的椭圆

形，而是一系列椭圆叠加后的复杂环形图样。 
 

 
    (a) 水平位移 

 
    (b) 竖向位移 

 
     (c) 质点运动轨迹 

图 18  Rayleigh 波入射地表位移响应 
Fig.18  Surface displacement subjected to Rayleigh wave 

incidence 

4  结  论 
（1）完美匹配层坐标伸展后，空间度规发生改

变，在物理坐标下对外行波具有波长压缩和波幅衰

减两类作用效应。通过引入波长系数和波幅系数对

完美匹配层伸展函数进行改进，有效提高了该吸收

边界的使用便捷性。 
（2）相比传统黏弹性边界和无限元边界，完美

匹配层具有更高的外行波吸收效率。黏弹性边界和

无限元边界模型结果与扩大模型结果的归一化均方

根偏差具有相同的数量级。相同条件下，完美匹配

层结果的归一化均方根偏差约为黏弹性边界和无限

元边界的 1/10。 
（3）完美匹配层-域缩减法能够准确输入超临界

角入射 SV 波和 Rayleigh 波，截断模型自由场位移

数值解和解析解的归一化均方根偏差小于 1%。 
本文基于改进型完美匹配层和有限元域缩减技

术，对弹性半空间中的非均匀波输入问题进行了研

究。限于篇幅，未对该方法在工程中的应用作进一

步讨论。本文方法在岩土及地下工程地震响应分析

中具有广阔的应用前景，有待进一步研究。 
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